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網形穩健度不同計算法之統計等值性檢定 

Equivalence test for the robustness of horizontal geodetic 

networks due to different approaches 

 

許榮欣1         高書屏2      李旭志3        林雅婷4 

Rongshin Hsu  Szu-Pyng Kao  Hsu-Chih Lee  Ya-Ting Lin 
 

摘  要 

 
穩健度分析所探討的是當觀測量中含有未被偵測出的粗差時，將會對於網點

產生什麼影響，除了 Vaníček所提出的穩健度理論，本文中將介紹陶本藻所提出的

穩健度計算法。因為採用的方法不同，分析出之各個網點的三種變形指標值亦不

相同，文中以平面大地網為研究資料，利用 Vaníček 與陶氏的方法進行穩健度計

算，則每個網點都會有兩組不同的變形指標值，最後透過統計方法來檢驗這兩種

方法所計算出的變形指標，對一測量網而言，在統計上是否具有等值性。 

 

關鍵詞：穩健度、等值性檢定、等值性。 

 

Abstract 
 
In addition to the original Vaníček’s approach to the network’s robustness, the 

Tao’s approach is introduced. Two sets of three deformation measures at each point of 
the network are then created due to the two approaches. To discern the features of one 
approach from the other, the equivalence test is proposed to examine the network as a 
whole for the statistical equalities between the two sets of the deformation measures 
generated by individual approaches. 

 
Keyword：Robustness, Equivalence test, Equality 
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一、前言 

測量網中的觀測量不免存有未被偵測出的粗差，傳統上常以可靠度來

加以分析粗差對網的影響(Baarda，1968)。然而，一具有優良內、外可靠

度的網，並不能保証其個別網點都具有可靠的估計位置。Vaníček et 
al.(1991,2001)提出了穩健度分析理論，利用尺度、形狀及局部微旋轉等獨

立的變形指標，來量化點位及網形的穩健度。根據 Seemkooei(2001a、b)

所作的模擬實驗顯示，在大部分的情形下，由於測量網之外圍點位之測線

數少，常是弱穩健度的點位所在，在其文中並提到弱穩健度乃是由於點位

上之多餘觀測數較小所致。陶本藻(1992)建議，由各觀測量所產生之點位

坐標移位向量所組成之矩陣中，取各列(Row)中最大值，構成新的移位向

量，所求得的變形指標，可用來衡量全網的平均變形。 

Hsu(2004)推演出變形指標與觀測值多餘觀測數的函數關係，進而與

Baarda(1968) 的可靠度理論建立連繫，並將 Vaníček et al.(1991,2001)的穩
健度理論作進一步推導。Hsu(2004)的研究顯示，穩健度較差的點位，起因

於這些點位的內群體觀測量之多餘觀測數總和較小。李旭志等(2005)將

Vaníček et al.( 2001)的穩健度理論由 2D 推展至 3D，並提出合宜的量化指

標，以適用於包括 GPS 及各種測量網形。 

本文以台灣中西部(中、彰地區)的一、二等控制點建構平面大地網為研究例，

針對 Vaníček與陶氏的計算方法進行穩健度等值性檢定分析。 

 

二、變形指標  

觀測量中之粗差導致測量網內點位之移位，欲衡量點位變形之方法為

求取移位量之梯度。假設點位 ),( iii yxP 之移位量為： 
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iP之變形矩陣為(Vaníček et al 1991,2001)： 
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藉由變形矩陣 iE ，可組成三個衡量點位變形之變形指標。 

 

A. 平均應變(Mean strain)ϑ  
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平均應變(Mean strain)描述研究點處的平均伸縮或增長量，表尺度變

形(Deformation in scale)。 

 

B. 總剪應變(Total shear)γ  
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化，而研究點之總剪應變 xyγ 為純剪應變與簡剪應變取幾何平均，是為形狀

變形(Deformation in shape)。 

 

C. 局部微旋轉 ( Local differential rotation)δω  
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(2-5)式中ω研究點處 Z 軸之微小旋轉(Differential rotation)；以

∑
=
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i
iw

m 1
0

1ω 表所有網點微小旋轉之均值(Mean)， m表網點總數。每個網點

之微小旋轉 iω 若扣除整體平均值，可真正求得代表各個網點之局部微旋轉

δω。 
 

即 0ωωδω −=             (2-6) 
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三、變形向量及穩健度計算 

Vaníček(2001)建議，欲衡量測量網內點位之穩建度，可採用原始之網

形各點位上之測線，抑或研究點處方圓 r 公里內之測線。 

設與研究點 iP作聯測之點為 ),2,1(, sjPj L= ，則變形向量與移位量之關

係式(Vaníček et al,2001，Hsu,2004)： 
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上式中 [ ]Tss tttT L21= ， [ ]Tss uuuU L21= ， iQ 為刪除 T
ii

T
i KKK 1)( −

矩陣之第一列後之矩陣，其中 1 ( ) ( )i j i j iK x x y y⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  ( 1, 2, ,  )j s  j i= =L 含 。 

將(3-1)式中之移位向量 [ ]Tss UT 擴及全網，設全網之移位向量為

Xδ ，而研究之測量網共有 m個點位，便可重新組成一維度為 m24× 的 iS 矩
陣，裏頭的元素是由 iQ 及零組成，利用整個網形的移位向量，可改寫(3-1)

式為： 

 

LPANSXSe T
iii δδ 1−==    (3-2)

  

上式中， [ ]1 2 1 2
T

m mX t t t q q qδ = L L ， Lδ 表觀測粗差向量。 

將(3-2)式中的觀測粗差向量 Lδ 改為第 k個觀測量中最大未被偵測出

來的粗差向量 [ ]Tkk LL 00 0∇=∇ ， nk ,,2,1 L= ， n為觀測量總數。

k

k
k r

0
0

δσ
=∇ 表示在顯著水準 α 及檢驗功效 β 之下觀測值未被偵測出之粗

差。 0δ 為非中心化參數， kσ 表 kL 的觀測標準差， ir 表其多餘觀測數。改寫
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(3-2)式為： 

 

k
T
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k
i PANSXSe ∇== −1δ    (3-3) 

 
上式中， kXδ 表由 k∇ 所引起的移位向量。 
 

3-1. Vaníček計算法 
由(3-3)式知,對每個點位而言，每個觀測量都可產生一個 k

ie ，因此共有 n個
變形矩陣；而在穩健度分析裏每一矩陣 iE 可以產生 3 個變形指標，所以每一點位
上可算得 3n 個變形指標，即 wδγϑ ,, 各有 n個。 

依據 Vanicek(2001)，每一變形指標皆取絕對值最大者，作為代表研究點之

穩健度，吾人可以 maxmaxmax ,, δωγϑ 來表示點位的穩健度指標，絕對值愈小表點位

愈穩健愈不易受粗差影響。依此方法，計算時每一點位之變形向量 k
ie 皆須重複執

行 n 次的迴圈(Do-Loop)來求解，計算效率降低很多。 

 

3-2. 陶氏計算法 
有別於 Vaníček 的求算法，陶本藻(1992)的方法乃將(3-3)式中，
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(3-4)式中，第 i列 )2,1( ui L= 表示第 i個參數(坐標分量 ix )受粗差影響所產生的
偏離 量。陶氏法即是由每一觀測量 k 所形成之點位坐標移位向量

kXδ ( nk ,,2,1 L= )，來組成2m n× 之矩陣 B，並取 B 矩陣之各列(Row)中最大值，

構成新的移位向量 

 

[ ] muxxxX T
u 2maxmax2max1max == δδδδ L        (3-5) 

 

即 maxXδ 之元素為各網點上最大坐標移位向量所組成。經此，所算得變形向量 

 

maxmax
XSe ii δ=                (3-6) 
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由 (3-6)式計算得的穩健度指標表示為
maxmaxmax

,, δωγϑ ，如此，對任一

點位而言，其變形向量
maxie 皆為唯一的，所有的穩健度指標均來自同一向量

maxXδ ，可簡化計算程序，提升運算速率。 

四、等值性檢定 

經過 Vaníček 法與陶氏法計算，每個網點都會有兩組不同的變形指標

值，透過統計的等值性檢定，來檢驗這兩種方法所計算出的變形指標在統

計上是否具有等值性。 

令 )( maxjS 表 示 由 Vaníček 法 算 得 的 變 形 指 標 maxj 之 群 組

( maxmaxmaxmax         δωγϑ 或或=j )，而 )(
max

jS 表示由陶氏法求算的變形指標

max
j 之群組(

maxmaxmaxmax
        δωγϑ 或或=j )。為了等值性檢定，假設兩個群

組的指標值具有同一平均值及變異數之常態分佈。 

令 2
1σ̂ 與

2
2σ̂ 表示兩群組中某變形指標對 (例如 maxϑ 與

max
ϑ )之樣本變異

數， 2
1σ̂ 為兩變異數中較大者。為檢定二變異數是否具有相等性，可以 F 統

計量來實施。若在定顯著水準α下，樣本統計量： 
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則假說
maxmax0

~: jjH = 被接受。 

五、實驗成果及分析 

本研究以台灣中西部 (中、彰地區 )的一、二等控制點建構平面大地網 (採
用研究點處方圓 10 公里內之測線組成之基線向量網 )為研究例，本測試網

以 5 個一等點 (M043、M044、M045、M049、M085)當已知點，60 個二等點當
研究點 (如圖 1)。採用高斯─馬可夫平差模式(Gauss-Markov Model )以坐
標變分法列出邊觀測方程式，並選定顯著水準 α 為 0.05 及檢驗功效 β為
0.80 下之非中心化參數 0δ (=2.80)值。 

 

 

 
 

圖 1 台灣中西部一、二等控制點平面大地網 

 
由 (4-1) 及 (4-2) 知 ， 選 定 顯 著 水 準 α 為 0.05 時 ，

2, 1, 1 0.025,59,59 1.6741m mF Fα − − = = ; 2,2 2 0.025,118 1.9803mt tα − = = ；而當選定顯著水準α

為 0.025 時， 2, 1, 1 0.0125,59,59 1.8045m mF Fα − − = = ; 2,2 2 0.0125,118 2.2704mt tα − = = 。   

對 Vaníček 法與陶氏法所求算之每個網點的兩組不同的變形指標值，
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透過上述統計方法的的等值性檢定分析值，如表 1 所示。  
 

表 1 等值性檢定分析值 

 
maxϑ  

max
ϑ  maxγ  

max
γ  maxδω  

max
δω  

Mean 1.35E-06 1.83E-06 1.17E-06 1.50E-06 1.00E-11 -4.87E-11
Variance 2.94E-12 7.69E-12 1.21E-12 2.55E-12 1.28E-11 1.02E-11

F 2.618 2.109 1.249 
t 1.125 1.321 0.000 

 
由表 1 知，只有局部微旋轉 ( Local differential rotation)δω通過 F-test

及 t-test，由此分析知：除了局部微旋轉外，Vaníček 法與陶氏法所計算出
的變形指標，在統計上並不具有等值性。 

六、 結論 

Vaníček 法計算時每一點位之變形向量 ie 皆須重複執行 n 次的迴圈

(Do-Loop)來求解，計算效率低。而陶氏法對任一測量網而言，其變形向量

maxie 為唯一的，所有網點的穩健度指標均來自同一向量 maxXδ ，可簡化計算

程序，提升運算速率。 

本研究之算例似乎顯示，Vaníček 法與陶氏法兩種方法所計算出的變形

指標，除了局部微旋轉外，平均應變與總剪應變在統計上並不具有等值性。 
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